Cusanus-Gymmnasinm Wittlich

Vektoren und Vektorraume

Gegeben 1st eine Menge V
Die Elemente dieser Menge V werden mit

U, V, w,...... bezeichnet und Vektoren genannt.

In der Menge V 1ist fiur alle Vektoren eine
Verkniipfung @ definiert.

Bsp.:Uu®v, X®wW ........
Diese Verknipfung heiRt Vektoraddition
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Vektoren

In der Menge V 1ist fiir alle Vektoren eine
Verkniipfung @ definiert.

Bsp.: U®V, XDW ........
Diese Verkniupfung heifRt Vektoraddition

Zusatzlich ist fiur alle Vektoren Ve V eine
Verkniipfung () mit reellen Zahlen definiert.

Bsp.: 30OV 20OV \/56\7 ..........

Diese Verknipfung heilt skalare
Multiplikation eines Vektors mit einer
reellen Zahl.

kurz: S-Multiplikation
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Definition eines Vektorraums

V(®;0) heilt Vektorraum iiber R

wenn folgende Bedingungen erfullt sind:

1.(V,®) 1ist eine K-Gruppe
Hinweils:
Das neutrale Element wird mit 55
bezeichnet. (Nullvektor)

Das zu V 1inverse Element wird mit —V

bezeichnet (Gegenvektor)
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Definition eines Vektorraums
V(®;®) heilt Vektorraum iber R

wenn folgende Bedingungen erfullt sind:
1. (V,G—)) ist eine K-Gruppe
2. Fir die S-Multiplikation gelten folgende

Eigenschaften:

2.1 AQveV fir alle A€ R ve V
2.2(Aett) OV =As(u®OV) Aue R veV
2.3(A+u)OV=(A0V)®(udOV)

fir alle A,UER ve V
2.4 1OV =V fir alle Ve V
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Vektoren

TDuykodnuv\@*ibvem/
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Spafs ein. Die fikwen was
i Schilde !
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Vektorev ?21?!
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Beispiele fur Vektorraume 1

Beispiel 1:
Sei P; die Menge aller Polynome hochstens dritten Grades
mit den Vektoren

pD=a,x’ +a,x° +a,x+a, mit a,eR fliri=0..3

und den Verknlpfungen
(a,x° +a,x* +a,x+a,)® (b,x*> +b,x* +b.x +b,) =
(a, +b,)x° +(a, +b,)x* +(a, +b,)x +(a, +b,)
A0 (a,x° +a,x*+ax+a,) =
(Aa,)x’ +(4a,)x® +(4a,)x+(Aa,) mit Ae R
bildet einen Vektorraum uber den reellen Zahlen
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Beispiele fur Vektorraume 1

Beispiel 1:
p=a,x" +a,x"+a,x+a, mit a,e R flri=0..3

Der Nullvektor in P5 ist 0 =0x% +0x?>+0x+0

Der Gegenvektorzu  p=a,x’ +a,x* +a,x +a,

ist gerade  —p=(-a,)x° +(-a,)x*+(-a,)x+(-a,)

Aufgabe: Zeige, dass(P,;®; ©) ein Vektorraum ist.
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Beispiele fur Vektorraume 2

Beispiel 2: (%
Die Menge aller reellen 3-Tupel R°={|y |/ x,y,ze R}
(\Z)
mit den Verknlpfungen
X, X, Xy + X, X, AX,
V. DY, =] Y+ Yo AO|Y, |=| Ay, Ae R
Z, Z, z,+2, Z, Az,

bildet einen Vektorraum uber den reellen Zahlen



Beispiele fur Vektorraume 2

Die Vektoren sind hier X
3-Tupel V=1Y X,Y,Z € R
\Z )
Der Nullvektor in R? ist 0
0=|0
0
[y [ —x
Der Gegenvektor zu v =| vy st —v=|-y
\Z) N,

Aufgabe: Zeige, dass (R”;®; ©) ein Vektorraum ist.
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Beispiele fur Vektorraume 3
Beispiel 3:
Die Menge M,, aller 2-2-Matrizen der Form
a b mit ab;c;de R
c d
und den Verknlpfungen
a b@e fy (a+b b+f
c d g h) \c+g d+h

i@ab:ﬂa Ab JeR
c d Ac Ad

bildet einen Vektorraum uber den reellen Zahlen
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Beispiele fur Vektorraume 3

Der Nullvektor in M,, ist 5 (O Oj

- (a b - (—-a —-b
Der Gegenvektor zu pz(c dj ist —pz( j

Aufgabe: Zeige, dass (M,,;®; ©®) ein Vektorraum ist.
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Beispiele fur Vektorraume 4
Beispiel 4

Die Menge L aller Losungstupel (x| x,|x5|x,) der homogenen
Gleichung

2X4+3X,-X3-2X,=0
bilden mit den Verknupfungen

(alblc|d)®(e|f|g|h)=(a+e|b+f|c+g|d+h)
AO(a|b|c|d)=(la|Ab| Ac| Ad)

einen Vektorraum Uber R

Aufgabe: Zeige, dass L(®;®)  ein Vektorraum ist.
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Beispiele fur Vektorraume 4

Beispiel 4. Wir betrachten die Menge V aller ,Pfeilgrofden” im
dreidimensionalen Raum.

—
C

a

Ein Vektor x ist eine PfeilgrolRe, die durch
zwel Eigenschaften charakterisiert 1ist
X besitzt einen Betrag x| (eine Lange)

X besitzt eine Richtung
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Cusanus-Gymmnasinm Wittlich e
Gleichheit von Vektoren

Definition:

Zweil Vektoren sind gleich, wenn sie in Betrag
und Richtung ubereinstimmen :

(a=b)

—

b| A Richt(a) =Richt(b)
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Definition: Addition von Vektoren

. Die Summe zweier (bzw. mehrerer) Vektoren
ist wieder ein Vektor

— — —

at+b=c

. Den Summenvektor finde ich mit der
Parallelogrammregel
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Definition: Subtraktion von Vektoren

1.Die Differenz zweier (bzw. mehrerer)

2.Vektoren ist wieder ein Vektor : a—b=

2. Die Differenz wird als Summe mit dem Gegenvektor

— — —

des Subtrahenden definiert: a—b=a+(-b)

N

Q |
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Definition: Der Nullvektor

1. Die Differenz zweier (bzw. mehrerer)
Vektoren kann einen Vektor mit der Lange O
ergeben, den so genannten Nullvektor:

A—G—a+(-a)=0

Die Richtung des Nullvektors ist dabei beliebig !



Cusanus-Gymmnasinm Wittlich
Kommutativgesetz der Addition

a+b=b+a fir alle Vektoren a,b
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Ubung 1  Vektorketten

Driicke den Vektor HB bzw. GE als Summe mit

—_ — —

den Vektoren a,b,C aus:




HB=HG+GF+FB= a+(b—c)+

—

2 - a+( C)=




Ubung?2

Driucke die Vektoren HE,GE,HB jeweils als
Summe mit den Vektoren gb,c aus:
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Mit etwas Ubung kann man das Ergebnis
direkt sehen




—_— )

Vektoren g,b,C aus:

C
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Driicke den Vektor CB bzw. AM als Summe mit den
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Think Parade 2005

Think different.

Ich denke,
also bin ich



